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Uber die Stabilitat des Stowellentypus aus der Klasse der
Homologie-Losungen

Von Worr HAFELE

Aus dem Max-Planck-Institut fiir Physik, Gottingen
(Z. Naturforschg. 10 a, 1017—1027 [1955] ; eingegangen am 18. Oktober 1955)

In einer fritheren Arbeit! wurde ein StoBwellentypus aus der Klasse der Homologie-Losungen
angegeben. In dieser Arbeit nun wird auf analytischem Wege untersucht, inwieweit StoBwellen, die
noch nicht vom Homologie-Typus sind, mit wachsender Zeit diesen Typus annehmen.

Die Stabilitétsiiberlegung schliefft an das Phanomen der Umkehrkanten an und wirft insofern auf

diese ein neues Licht.

Die Kenntnis der ersten Arbeit iiber Homologie-Losungen wird vorausgesetzt.

n einer vorangegangenen Arbeit! wurde die Klasse

der Homologie-Losungen, die von v. Weiz-
sdcker? im Zusammenhang mit einem astrophysi-
kalischen Problem betrachtet worden war, eingehend
studiert, und es wurde festgestellt, dal} es eine ein-
zige Homologie-Losung gibt, die eine ebene, starke,
sich selbst tiberlassene StoBwelle darzustellen im-
stande ist. Der Ausdruck ,sich selbst iiberlassene
StoBBwelle” soll bedeuten, daf} die StoBwelle frei
von Energie und Impulsnachschub sein soll. Die
verschiedenen Homologie-Losungen wurden durch
einen Separationsparameter n gekennzeichnet, und
der die ausgezeichnete Losung bestimmende Para-
meter wurde n, genannt.

In der Arbeit von Hain und v. Hoerner?
war auf dem Wege der rein numerischen Integra-
tion der hydrodynamischen Grundgleichungen fest-
gestellt worden, dafl StoBwellen mit den verschie-
densten Anfangsverteilungen mehr und mehr bei
wachsender Zeit sich der Homologie-Losung n =n,
anschmiegen. Dieses Verhalten analytisch zu ver-
stehen, ist der Sinn dieser Arbeit. Meyer* unter-
sucht dieselbe Frage auf vollig andere als die hier
vorliegende Art und Weise, indem er die inter-
essierenden Groflen nach Potenzen des Abstandes
von der Front entwickelt. Aus der Annahme, daf}
gewisse hohere Entwicklungskoeffizienten klein blei-
ben, gewinnt er Relationen, die besagen, dal} der
.Stréomungstyp mit wachsender Zeit mehr und mehr
gegen die Homologie-Losung n = n, geht.

Bei den Stabilitatsiiberlegungen dieser Arbeit soll
an das Phidnomen der Umkehrkanten angekniipft

1 W.Hifele, Z. Naturforschg. 19a, 1006 [1955], voran-
stehend.

2 C.F.v.Weizsidcker, Z. Naturforschg. 9a, 269 [1954].

3K.Hain u. S. v. Hoerner, Z. Naturforschg. 9a,
993 [1954].

werden. Umkehrkanten — auch Grenzlinien ge-
nannt — sind in den Arbeiten von Tollmien?6
und Guderley” ausfithrlich behandelt worden.
Sie stellen bei unseren StoBwellen ein Phanomen
des Stromungsgebietes dar, das hinter der Front
liegt. Wir argumentieren von dort her und konnen
unter gewissen Voraussetzungen zeigen, dal} der in
Rede stehende Einstellvorgang sich einspielen muB.
So sind die in dieser Arbeit dargestellten Uber-
legungen ein Gegenstiick zu der Arbeit von Mevyer,
der wie gesagt von der Front her argumentiert.

Bei der vorliegenden Arbeit wird die Kenntnis
der ersten Arbeit des Verfassers! vorausgesetzt. Ge-
legentlich werden wir eine Formel zitieren, die dann
dieselbe Nummer haben soll wie in der voranstehen-
den Arbeit!, nur dafl wir hier ein A voransetzen,
also z. B. (A2) statt (2) schreiben werden.

Da wir wesentlich von dem Phinomen der Um-
kehrkanten Gebrauch machen, wollen wir in dem
ersten Kapitel dieses unter bestimmten Gesichts-
punkten betrachten.

Indessen wird bei der folgenden Untersuchung
wenig gerechnet und viel argumentiert. Deshalb ist
es gut, den groflen Zusammenhang der Gedanken-
filhrung stets im Auge zu behalten:

Zunachst zeigen wir, dall Umkehrkanten, die
nicht zu St6Ben fithren, physikalisch unméglich
sind. Danach gewinnen wir eine an die Homologie-
Losungen adaptierte allgemeine Form des Ansatzes
fir die GroBlen u, 0 und ¢ und damit auch eine
entsprechende Form des Grundgleichungssystems.
Weiter machen wir uns hier klar, dal} Storglieder,

* F. Meyer, Z. Naturforschg. 10a, 693 [1955].

5 W. Tollmien, Z. angew. Math. Mech. 11, 117 [1937].
6 W. Tollmien, Z. angew. Math. Mech. 21, 140 [1941].
7 G. Guderley, Z. angew. Math. Mech. 22, 121 [1942].
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die etwa einer homologen Anfangsverteilung tiber-
lagert werden, einen leicht modifizierten Front-
verlauf bedingen und solchem modifizierten Front-
verlauf zugeordnet werden konnen — jedenfalls gilt
das fir den Teil der Anfangsverteilung, der inner-
halb des Einflulbereiches der Front liegt. Auf die-
sen bleibt die gesamte Argumentation beschrankt.
In dem EinfluBbereich ist es deshalb hinreichend,
lediglich modifizierte Frontverldaufe zu betrachten
und von diesen zu zeigen, daf} sie den Typ einer
Homologie-Front annehmen.

Zu dem Ende stellen wir fest, dal} das fiir eine
Losung n = n, charakteristische Abstromen nach hin-
ten schon vorliegen mul}, bevor sich eine Losung
einer Homologie-Losung vollig angeglichen hat. Wir
nehmen eine begriffliche Verallgemeinerung der
Verhiltnisse vor, die im Homologie-Fall durch den
Punkt P, ; dargestellt werden, denn dieser vermit-
telte ja den Ubergang zum Abstrémvorgang. Zu-
sammen mit der Feststellung der Unmaglichkeit von
Umkehrkanten, die nicht zu Stoflen fuhren, ergibt
sich damit eine Gleichung, die tiber den Front-
verlauf aussagt, dal er homolog werden muf}, wo-
mit wir dann am Ziele sind.

94 (P +upy)
2,0

Auflosung nach

w,,

Qp = -

W.HAFELE

I. Umkehrkanten

Innerhalb der Klasse der Homologie-Lésungen
waren Umkehrkanten dadurch gekennzeichnet, daf}
auf ihnen galt:

dv/dé = ~, du/dé= ~, (1)
und eben deswegen waren sie verboten. Beim Ho-
mologie-Ansatz (A 18) — (A21) driickte sich in &
die Ortsabhingigkeit der Grofen u, ¢ und p aus.
Wir verlassen den speziellen Homologie-Ansatz,
kehren zu den allgemeinen Gln. (A1) — (A4) zu-
rick und nehmen eine Koordinatentransformation
vor. Statt der Variablen (x, t) fiihren wir die Vari-
ablen (¢,t) ein, wobei gelten soll

=@, 1); @;#0; @+ oc. (2)
@ sei eine zundchst beliebige Funktion von z und
t, die stetig und hinreichend oft differenzierbar sein
soll. Die Grolen (1) wurden aus den drei Diff.-
Gln. der Homologie durch einen EliminationsprozeB
gewonnen, und so wollen wir auch hier die Grund-
gleichungen (A1) — (A4) in der Form angeben,
dall wir sie als Gleichungssystem fiir die Groflen
Uy, py, 0y auffassen, Wir erhalten also mit (2) aus

(A1) - (A%)

dlno/ds= ~,

p =

+uy Py +pe"0 = —agufr—g, (3)
g (Pe+u®s) +pe o = —u, (4)
00 (—a@*(pr+uwp,)) +ue 0 +pe(Prtup,) = —pi+a®o;. (5)
0y , Py ergibt
((pepz+u)2—a2)+o(@i)pe+u) (ur—pe/o(@i/ps+u) —a u(plp.+u)/x)
O swdeetoledectwi-a) o)
— (@t/pr+w) {(@t)pr+u) (e —pe/o (Ptlger+1) —au e (pi/pr+u))}
» Po (@t +w) (@i @a+u)—a?) - ’ (7
_ @ilpatu) 0@ (w—pe(@ilpatuw) [0 @ —aulpifpstu) ) ' 8)

K

Wenn wir jetzt die Gln. (6) — (8) diskutieren,
denken wir an eine irgendwo realisierte Stromung,
die in den Koordinaten (¢, t) beschrieben werden
soll. Zuerst wenden wir uns der Determinate des
Systems (3) — (5) zu, die in (6) — (8) als Nenner
auftritt. Sie heil3t:

D:(/1(¢1/¢t+u)(((Ft/(f’t+u)2—a2) . 9)

Pr(pt|pz+u)((@t|pr+u)2—a?)

D wird an folgenden Stellen zu Null:

—@ifpr=uta.
(10), (11), (12)

p:=0, —(ft/(ﬁf:u,

Den ersten Fall hatten wir bei der Einfithrung
von ¢ ausgeschlossen. Die rechten Seiten von (11)
und (12) sind die charakteristischen Richtungen des
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Grundgleichungssystems (A1) — (A4). Die linken
Seiten von (11) und (12) sind mit der Geschwin-
digkeit ldngs einer Linie ¢ = const identisch, so daf}
folgende Feststellung gilt:

Immer dann, wenn die Geschwindigkeit lings

einer die Ortsabhdngigkeit in sich bergenden
Koordinate ¢ gleich der Geschwindigkeit einer (13)
der drei Charakteristiken wird, verschwindet

die Determinate des Systems fiir die GroBen

Ugs Pvs Qv+

Wir haben jetzt 2 Falle zu unterscheiden: 1. Die
Zahler in (6) — (8) verschwinden an den Nullstellen
des Nenners; 2. Die Zahler in (6) — (8) verschwin-
den nicht an den Nullstellen des Nenners.

Den Fall 1 kann man als den Regularititsfall be-
zeichnen, denn ist die hypothetisch betrachtete Stro-
mung reguldr, d. h. wie wir noch sehen werden, frei
von StoBfronten, so ist dort nirgends

Uy =Py = 0p = o,

-4

was aber sehr wohl fiir den Fall 2 zutrifft.

Wir betrachten den Fall 1 an den Nullstellen (12).
Die Forderung, dal dort die Zahler verschwinden
sollen, fiithrt nicht, wie man zunichst vermuten sollte,
auf drei Gleichungen, sondern auf eine einzige, nam-
lich

u,TpJoataualz=0. (14)
Aus der allgemeinen Theorie der Gln. (A1) — (A 4)
wissen wir aber, dal} in den charakteristischen Rich-
tungen u T a die folgende als Hodographengleichung
bezeichnete Gleichung gilt:

dutdp/oatoua/z-dit=0,

d. h. (ysEpioataualz)dt+ (u, £ ps/oa)dy=0.
(15)

Wenn aber die Richtung der Linie ¢ = const mit der
Richtung dz/d¢ = u * a iibereinstimmt, ist dort dg = 0.
Also folgt (14) aus (15). Wir haben somit den Zu-
sammenhang zwischen der Richtung einer Charak-
teristik und der in ihr geltenden Hodographenglei-
chung auf diese Art und Weise noch einmal her-
gestellt. Noch einen weiteren Zug der allgemeinen
Theorie kann man aus den Gln. (6) — (8) heraus-
lesen: Es ist ndmlich fir u* a-Charakteristiken ty-
pisch, dal man die Groflen u, o, p iiber sie hinweg
notfalls auch mit unstetiger erster Ableitung beliebig
fortsetzen kann. Eben das driickt sich bei den Gln.
(6) — (8) in der Form 0/0 aus, die wir im Fall 1
an den Nullstellen des Nenners verlangen. Die Un-
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bestimmtheit der Form 0/0 gibt die Willkiirlichkeit
der Fortsetzung frei.

Nicht viel anders verhilt es sich mit der Null-
stelle (11). Verlangen wir, dal} dort die Zahler ver-
schwinden, so fiihrt das auf die beiden Gleichungen

(pi/p.+u)=0.  (16), (16a)

(16) ist aber kraft (8) mit (16a) identisch (im
Falle 1), so da} die Forderung

Pi/p.+u=0
bleibt. Diese Gleichung lesen wir im Nenner von
(6) — (8) als Angabe iiber den Ort der Nullstellen,
im Zahler lesen wir dieselbe Gleichung als Ausdruck
der Tatsache, daB auf den Linien dz/dt=u die
GroBe ¢ konstant ist. Die allgemeine Theorie fordert
auf den Linien dz/d¢=u die Hodographengleichung

ds=0, (17)

2
pt—a*0;=0;

also s=const,

dabei bedeutet s die mit ¢, dimensionslos gemachte
Entropie S.

Diese Bedingung wird aber auch von jeder Funk-
tion @ (s) erfiillt, so dal das @ nun so gewihlt
werden kann, dal} die Beziehung gilt

¢ =D(s). (18)

Damit liegt auch hier bei (11) der gleiche Zu-
sammenhang zwischen Nullstellen des Nenners und
Nullstellen des Zihlers vor wie bei der Nullstelle
(12). Im Falle 2 sollten die Zahler der Gleichungen
(6) — (8) an den Nullstellen des Nenners von Null
verschieden sein. Hier sind uns nur die Nullstellen
(12) wichtig. Wir haben es dabei also dann an den
Nullstellen mit der Richtung einer u * a-Charakteri-
stik zu tun, ohne daf} deren Hodographengleichung
erfilllt ist. Die Richtung —¢/¢,=uta ist dann
Richtung einer Charakteristik, aber nicht selbst Cha-
rakteristik, sondern Enveloppe von Charakteristiken.
Das zeigt auch die genaue Theorie. In der Literatur
sind solche Stellen als Grenzlinien oder Umkehr-
kanten bekannt. Tollmien hat in seiner entschei-
denden Arbeit® das Phanomen der Umkehrkanten
entdeckt und in einer spateren® alle Eigenschaften
solcher Umkehrkanten festgestellt. Nach solchen
grundsitzlichen Feststellungen unterschied Guder-
ley in seiner Arbeit? zwei Typen von Umkehr-
kanten:

Umkehrkanten, die bei geeigneter Wahl der
Anfangs- und Randbedingungen im EinfluB3-
bereich dieser Anfangs- und Randbedingun- (2a)
gen liegen, also durch sie erzwungen wiirden.
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Umkehrkanten, die durch keine Wahl der An-
fangs-und Randbedingungen im EinfluBbereich
dieser Anfangs- und Randbedingungen liegen
konnen, also nicht erzwungen werden konnen,
es set denn, man nimmt an, die Stromung
konne in sich zuriickkehren, was véllig un-
physikalisch ist.

(2b)

Bei stationdren, ebenen Stromungen wiren die Um-
kehrkanten des Typs 2a sogenannte Umkehrkanten
mit Kompression; die Umkehrkanten des Typs 2b
wiren solche mit Expansion,

Im eindimensionalen, instationaren Fall sind diese
Zusammenhinge grundsitzlich genau dieselben. Auch
dort gibt es die Fille 2a und 2b, wie Guderley am
Ende seiner Arbeit® gezeigt hat. Da dieser Fall fiir
uns wichtig ist, wollen wir kurz fiir je einen Proto-
typ der Falle 2a und 2b den Verlauf der Charak-
teristiken, Umkehrkanten usw. in zwei Bildern an-
geben und daran die Aussagen (2a) und (2b) stu-
dieren.

Die Abb. 1 und 2 stellen die (z,?)-Ebene dar. Die
Linien U sind die Umkehrkanten, von denen wir
nach der allgemeinen Theorie wissen, dal} sie En-
veloppen der u = a-Charakteristiken sein miissen.
Hier ist U als Enveloppe der (u + a)-Charakteristi-
ken gewihlt. Alle Groflen des oberen Blattes der
(2,1)-Ebene tragen gewchnliche Bezeichnungen, alle
Groflen des unteren Blattes, das lings U an das
obere Blatt geheftet ist, tragen Bezeichnungen mit
einem Querstrich.

- Usq
=S~
~

[y
by

Abb. 1. Abb. 2.

Abb. 1. Verlauf der u+a- bzw. u—a-Charakteristiken im Fall
der Umkehrkanten, die nicht durch Anfangs- oder Rand-
bedingungen zu erzwingen sind (Fall 2b). Lings U sind zwei
Blitter der (z.t)-Ebene aneinander geheftet. Die ausgezo-
genen Linien sind Charakteristiken im oberen Blatt, die ge-
strichelten solche im unteren Blatt.
Abb. 2. Verlauf der u+a- bzw. u—a-Charakteristiken im Fall
der Umkehrkanten, die durch Anfangs- oder Randbedingun-
gen zu erzwingen sind (Fall 2a). Der Schnittpunkt der von
B bzw. A ausgehenden Charakteristiken liegt im unteren
Blatt. Bei solchem Charakteristikenverlauf stellt sich ein Stof3
vor die Umkehrkanten, um diese zu verhindern.

W.HAFELE

Im Fall 2b bestimmt die Anfangsverteilung A, B
das Einflulgebiet A, B, C. Der Punkt C und mit ihm
das ganze Einfluigebiet liegt im oberen Blatt; es
tritt keine durch die Anfangsverteilung hervorgeru-
fene Mehrdeutigkeit auf. Dieser Umstand findet
darin seinen Ausdruck, daB die Umkehrkante U
auBlerhalb des EinfluBbereiches A, B, C liegt. Im
Falle 2a liegt nur das Einfluigebiet A,D,E der
Anfangsverteilung A, D im oberen Blatt; der Punkt
C, der das EinfluBgebiet der Anfangsverteilung A, B
abschliefit, liegt bereits im unteren Blatt, weshalb er
als C geschrieben werden muf}. Hier wird die Mehr-
deutigkeit erzwungen, und so liegt auch die Umkehr-
kante U im EinfluBbereich der Anfangsverteilung
A, B. Die Verhaltnisse werden noch deutlicher, wenn
wir einmal fragen, ob die Verteilung A, B, die ja
als Verteilung zur Zeit ¢=t¢, verstanden wird, nicht
nur Anfangs-, sondern auch selbst Stromungsvertei-
lung sein kann. Sie miifite dann ihrerseits von einer
Anfangsverteilung herstammen, die zu einer Zeit
ty<t, galt. Dann finden wir im Fall 2b, dal} die
in den Punkt B laufende u + a-Charakteristik dem
unteren Blatt angehort, im Falle 2a dagegen ist die
in den Punkt B laufende u + a-Charakteristik dem
oberen Blatt zugehorig. Der Fall 2b kann also nicht
aus einer Anfangsverteilung entstanden sein, fiihrt
aber weiter, wenn man ihn als Anfangsverteilung
auffaBt. Im Falle 2a indert nun die Natur die Grund-
gleichungen (A1) — (A4) ab, um die Mehrdeutig-
keit zu verhindern; es baut sich ein Verdichtungs-
stoB auf, was einer Beriicksichtigung der Warme-
leitungs- und Reibungsglieder entspricht. Den Fall
2b gibt es als Stromungsverteilung nicht, da er durch
keine Anfangsverteilung hervorgerufen werden kann.

Nach diesen Uberlegungen, die an die Nullstellen
des Nenners in (6) — (8) angeschlossen hatten, fin-
det sich leicht der AnschluB an die Stabilitatsiiber-

legungen fiir unsere Losung n=n,.

II. Die nicht homologe Nachbarschaft
der Homologie-Losung n=n, und der Ausdruck
fiir die Stabilitiat dieser Losung

Wenn wir der uns eingangs gestellten Aufgabe
gerecht werden sollen und priifen wollen, inwieweit
sich selbst iiberlassene Stoflwellen mehr und mehr
unserer Homologie-Losung n=n, édhnlich werden,
so konnen wir das nicht leisten, wenn wir bei den

8 G. Guderley, Luftfahrt-Forschg. 19, 302 [1942].
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Grundgleichungen der Homologie-Losungen stehen
bleiben. Diese enthalten ja nur die der interessieren-
den Homologie-Losung n =n, benachbarten Homo-
logie-Losungen und mit ihnen haben wir uns in der
voranstehenden Arbeit beschaftigt und sahen, daf}
keine von ihnen als sich selbst tiberlassene StoBBwelle
interpretiert werden kann. Vielmehr miissen wir auf
die ganz allgemeinen Anfangsgleichungen (A1) bis
(A4) zuriickgehen. Wiirden wir dabei aber die Form
(A1) — (A4) beibehalten, so wiirden die Homo-
logie-Losungen ihrer analytischen Form nach in kei-
ner Weise ausgezeichnet. Wir werden daher ver-
suchen, die Gln. (A1) — (A 4) so zu schreiben, daf}
sie noch die volle Allgemeinheit besitzen, aber die
Homologie-Losungen in dieser Schreibweise sich
von den allgemeinen Losungen so unterscheiden,
wie in der Schreibweise (A1) — (A4) die rein sta-
tiondren Losungen von den instationdren. Bei statio-
niren Losungen kann man namlich einfach die zeit-
lichen Ableitungen Null setzen und erhilt ein der
analytischen Form nach erheblich einfacheres Glei-
chungssystem. Zu diesem Zweck miissen wir den
Homologie-Ansatz verallgemeinern. Der Ansatz z. B.
fiir die Geschwindigkeit lautete

u=nz/t-v(); &=& war Lebenslinie der Front.
Mit diesem Ansatz konnten wir deswegen so gut
StoBwellen beschreiben, weil der Vorfaktor n 2/t die

Frontgeschwindigkeit darstellt und somit die Fron-
bedingungen z.B. fir u [s. (A7) — (A9)] beson-
ders einfach in der Form

ve =2/ (x+1)
zu erfiillen waren.

So versuchen wir zunéchst folgende Verallgemei-
nerung:

u=—@ip: v(p), (1)
a=— e 1), (2)
o=o0(p), wo (3)
p=p(x,t) .

@ =¢r soll Lebenslinie der (4)

Front sein.

In den folgenden letzten Ausfiihrungen dieser
Arbeit werden wir nun solche allgemeineren Ansitze
von dem Homologie-Ansatz zu unterscheiden haben.
Demzufolge werden wir den GroBen », u, o den
Index H (Homologie) geben, wenn wir es mit den
Groflen v, 1, 0 des Homologie-Ansatzes zu tun haben
werden.
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Bei dem Ansatz (1) — (4) ist wieder die Front-
geschwindigkeit als Vorfaktor herausgezogen, so daf}
sich dieselben einfachen Randbedingungen fiir die
GroBlen v, 1, 0 ergeben wie bei den Groflen vy, wy,
OH -

Indessen gibt ein Einsetzen in die Grundgleichung
(A1) — (A4), daB der Ansatz (1) — (4) nur fir
@ =& mit ihnen vertraglich wére. Es muf} also » von
einer zweiten Veranderlichen abhéngen diirfen. So-
mit kommen wir zu dem Ansatz

u=—qip. v(p,m)), (La)
a= —@ifps pl(p,m(1)), (2a)
0=0(p,m(1)), (3a)
@=@(x,t) (@=q¢r soll Lebenslinie (4 a)
der Front sein),
m=m(t) . (5a)

Grundsitzlich diirfte m auch von z abhingen, muf
es aber nicht, denn irgendeine von & linear unab-
hingige Freiheit in » leistet das Erforderliche. Um
nicht unnétige Freiheiten einzufiihren, belassen wir
es bei der bloflen r-Abhéngigkeit der Funktion m.

Mit solchem Ansatz haben wir an der Front wei-
terhin fiir », u, o0 dieselben Bedingungen wie fiir die
GroBlen vy, i, On-

Verlangen wir weiter, daf} die Frontgeschwindig-
keit

deefdi= — ool

die gleiche analytische Form haben soll wie bei den
Homologie-Losungen, so heif3t das

—@ifp=nt""1g. (6)

Wollen wir aber mit (6) allgemein Frontverlaufe
beschreiben, so muf} gelten

n=n(t). (7)

Dann stellt (6) keine Einschridnkung der Allgemein-
heit dar und bedeutet nur, daBl ¢ die Form haben
muf}

w:z/jn(l) @~ 1dr . (8)
0

Eben weil n nach (7) noch eine beliebige Funktion
der Zeit sein kann, ist durch @ =const noch jeder
beliebige Frontverlauf zu beschreiben. Die untere
Grenze im Integral des Nenners von (8) haben wir
zd Null gewihlt, damit fiir den Fall, daB n(z) eine
Konstante wird, die GroBe ¢ der GroBe & gleich
wird. Wird aber nun n(t) eine Konstante, so wissen



1022

wir schon, dall » =»y nur noch von & abhingt und
nicht mehr tiber m(¢) auch noch von der Zeit. Des-
halb setzen wir

m(t) =n(t) . (9)

Dann erstarrt die Zeitabhangigkeit von » fir n=
const von selbst und ist aber im Falle dn/dt+0,
wie es sein mull, vorhanden. Wir erhalten somit
schlielich als Form unseres allgemeinen Ansatzes

u=n(t) """ Tpr(p,n()), (1b)
a=n(t) """ g u(p,n(r)), (2b)
o=o0(g,n(t)), (3b)

=@y soll Lebenslinie

t
. (o
_ )=
@i= x/ofn(f) w de der Front sein). (4b)

Formell sind also ¢ und n die unabhingigen Ver-
anderlichen. ¢ stellt man sich durch den vorgegebe-

Mit den Gln.
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nen Zusammenhang n(t) als ¢(n) vor, so daB wirk-
lich nur noch ¢ und n vorkommen. Im Homologie-
Fall entartet zwar dieser Zusammenhang, aber durch
Gl. (9) hatten wir ja absichtlich diese Entartung
eingebaut.

Es sei noch einmal betont: Da n(¢) eine beliebige
Funktion ist, ist der Ansatz (1b) — (4b) noch vol-
lig allgemein und bringt keinerlei Einschrinkung
der Allgemeinheit mit sich. Fiir n = const fallen wir
auf den Ansatz (A 18) — (A 21) zuriick. Die Vor-
gabe einer bestimmten Funktion n(¢) entspricht der
Vorgabe eines bestimmten Frontverlaufes, was im
Sinne einer mathematischen Aufgabenstellung na-
tirlich immer moglich ist. Die Losung ist dann
durch die Frontbedingungen (A7) —(A9) inner-
halb des Einflulbereiches der Front bestimmt. Soll
die Losung auch auflerhalb der Front bestimmt sein,
miissen zusétzlich Anfangsbedingungen gegeben sein.

(1b) — (4b) geht (A 1) (A 4) iiber in
S» , 3lno Cln o
e "y ~1) +r(140) = - S22B(), (10)
3v 3 1 : S
Snp *0— 1)+ g 2 ai‘ w2y - n>+2;12= —xvp(t) — 5= B(1), (11)
3 al 1 Sln o

25ms 1) +i81:f;/u(v— 1) (1—#) +2u(v— )= —2u7(0) 232 B(0) —u(1-x) SF2B(1). (12)
Dabei gilt chungen der Homologie (A 26) wieder. Wir haben
1 di F unser Ziel erreicht: So wie sich die stationdren von

B -Taw, 0-1-% 1 F
S T de? v B2 den instationdren Losungen der Gln. (A1) — (A 4)
, (13), (14), (15)  unterscheiden, so unterscheiden sich die homologen
_ n(r)—1 s B, 1 1 von den nichthomologen Losungen der Gln. (10)
d ofn(z) ‘ s P F (16), (17) bis (17). In beiden Féllen bleibt ein gewohnliches
Es gelte ferner Diff.-Gl.-System iibrig. Die Gln. (10) — (17) erlau-
—Qlno/n-A(t) =a, (18)  ben es, auf bequeme Art und Weise die nichthomo-
—xvy(t) — d/An % B(t) = (19) loge Nachbarschaft unserer Homologie-Losung n = n,

beschreiben.
3 31 i .

—2puy(t) -2 ?: B(t) —u(l—2) anno Bt)=c. So wie wir die Gln. I; (3) — (4) nach den Groflen
(20) u,, 0, und p, auflosten, so 16sen wir auch hier un-

Wir stellen fest: Fiir dn/dt=0 werden die GréBen

ser System (10) — (12) nach den GréBen 9v/qln ¢,

A(t) und y(¢) zu Null, und wir erkennen die Glei- 3u/3ln¢, ln ¢/3ln ¢ auf und erhalten
T —2(1'—1){#2(x1'(1+a)+2n')—xr(1'—1)(v—l/n)}—2()'—1){—yc—%(r-l)b—az‘u?}
= T > (2]-)
Oln @ 2x(v—1) {u2— (»r—1)2}
Su__ —f 20 (=1 +m) 4501 (= @+ (=) @) 2+ (B =) [+ 1+ (x—Da) y=2/n)}
Slngp 2x(r—1) {u2—(r—1)2}
+~f‘q(r—1)2(1—x)a—(1—x)(r—1)ub— (x(r—l)z—yz)c, (22)
2x(v—1) {ud—(»r—1)2}
3lno _ 4mn+2xr(—D{a(r—1)—n}—2a(—1)2x+2b(r—1) =2 uc (23)
Slngp  2x(r—1) (= (»—1)?) -
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Wir vergleichen die Nenner von (21) — (23) mit
dem Nenner I; (9) und stellen fest: Ist »=1, so
haben wir es mit einer Teilchenbahn zu tun, ist
u+v=1, so haben wir es mit einer u + a-Charak-
teristik zu tun, und ist — w+v =1, so haben wir es
mit einer u — a-Charakteristik zu tun, die an der be-
treffenden Stelle mit einer Koordinatenlinie ¢ = const
zusammenfillt. Diese Aussage gewinnen wir natiir-
lich ebensogut aus den Gln. (1b) — (4b) direkt.
Verfolgen wir den Fall der charakteristischen Rich-
tung u+ a weiter, die die Linie ¢ = const tangiert,
so finden wir, daf

u+v=1 (24)

wegen = u(p,n(t)) und v=»(g,n(z)) im allge-
meinen einen Zusammenhang

p=¢(n) (25)

liefert, der besagt, da} die von der u + a-Richtung
tangierte Stelle mit der Zeit auswandert, solange
dn/dt+ 0 ist. Ist die hypothetisch von den GIn. (21)
bis (23) beschriebene Storung regulidr, entspricht
sie also dem Fall 1 des Abschnittes I, so gilt die zu
(24) gehorige Hodographengleichung, die an der
Stelle (24) bzw. (25) alle Zahler in (21) — (23)
zu Null macht:

RoB)s—y(t) (v(%x—2)+2) =0.

Dabei wurden folgende Abkiirzungen verwandt

(26)

R=xar—v((x—2)n"+xa) —2n", (27)

3 ,
Cln o S +2’a.u}

S={—(”—1)”ah +xg (28)

n S
Bis hierher waren unsere Uberlegungen ganz all-
gemein giiltig und erst jetzt schrinken wir die All-
gemeinheit ein, wenn wir auf Homologie-Losungen
bzw. auf die Nachbarschaft zur Losung n=n, zu
sprechen kommen. Zunichst zu den Homologie-
Lésungen selbst:

Bei Homologie-Losungen ist dn/d¢=0. Damit
verschwinden die Groflen f(¢) und y(z) und mit
ihnen wegen (18) — (20) auch die Groflen a, b, c.
Die GIn. (21) — (23) stellen dann die Gleichungen
der Homologie dar. Ist dieser Zusammenhang gz (v)
der Gl. (24) fdhig, so folgt aus (25) wegen
@ianjat-0 =5, daBl dort & den konstanten Wert &
hat. Soll die zugehérige Homologie-Losung dem
Fall 1 entsprechen, so bedeutet das wegen (26)

R=0. (29)
(29) ist aber zusammen mit (24) die Gleichung fiir
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den Punkt P, 3 bzw. die Punkte P, und P; des
Richtungsfeldes aus der vorangehenden Arbeit!.
Mit dieser Tatsache haben wir uns bereits dort aus-
einandergesetzt.

Wir sahen weiter, dafl nur die Homologie-Losung
n=n, dem Fall 1 zugeordnet werden kann. Homo-
logie-Losungen der Klasse I (0<n<ng,) entspre-
chen dem Fall 2. Um auch zwischen den Fillen 2a
und 2b zu unterscheiden, stellen wir mit Guderley
fest: Losungen, die aus dem Gebiete ©2> (v—1)2
kommen und ins Gebiet ©*>< (v —1)2 gehen, sind
Lésungen des Typs 2b; kommen sie aus dem Gebiet
12< (»—1)% und gehen sie weiter in das Gebiet
2> (v—1)2, so gehoren sie zum Fall 2a, zeigen
also, wie wir ja wissen, einen Stol an. Man sieht
das auch sehr gut, wenn man untersucht, was fiir
Punkte des (u,»)-Diagramms durch die allgemeinen
(nicht notwendig starken) Frontbedingungen ver-
bunden werden konnen. Dabei stellt es sich heraus,
daB nur ein Punkt des Gebietes 1?< (v—1)2 als
Zustand vor dem StoB betrachtet werden kann, nach
dem StoB hat man es notwendig mit einem Punkt
des Gebietes «2> (v —1)2 zu tun, ganz so, wie wir
es aus der Fallunterscheidung 2a und 2b schlieBen
miissen.

Auf dem Umweg iiber Gl. (25) versteht man es
nun auch leicht, wie bei der Klasse I (0<n<n,),
die also dem Fall 2b entspricht, die Umkehrkanten

zustande kommen. Unerlaubterweise ist dort
dn/dt=0,

so daBl alle u-+a-Charakteristiken dieselbe Linie
¢ = const tangieren; das heilit aber, an ihr umkeh-
ren. Wire dn/d¢+ 0, so konnte diese Stelle auswan-
dern, so aber laufen sich die u + a-Charakteristiken
fest und bilden eine Umkehrkante des Falles 2b.
Denselben Sachverhalt konnen wir auch anders aus-
sprechen: Die Umkehrkante des Falles 2b kommt
formell deswegen zustande, weil wir der analytischen
Fortsetzung tiber die letztbestimmte u + a-Charakte-
ristik hinweg willkiirlich die Bedingung auferlegen,
vom Homologie-Typus zu sein. Homologie-Losungen
der Klasse II (ny<n<1) sind durch Zusammen-
hdnge 1 (v) charakterisiert, die der Gl. (24) fahig
sind.

Soweit wollen wir die Uberlegungen fiihren, die
wir bei der Spezialisierung von (21) — (23) auf die
eigentlichen Homologie-Losungen anstellen.

Nun kommen wir auf die nicht homologe Nach-
barschaft der Losung n=n, zu sprechen. Eine Lo-
sung, die dieser Nachbarschaft angehért, heifle im
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folgenden N-Losung (Nachbarschaftslosung). Die
Homologie-Losung n=n, nennen wir ng-Losung.
Von der ny-Losung wissen wir, daf} fiir sie an der
Front gilt

i rront) > (Vi — 1) 2FRONT) » (30)

weit hinten fir grofle Werte von z gilt
(2, E—> — <) < (vg—1)2(z,§ > — ) . (31)

Den nach (30) und (31) notwendigen Nulldurch-
gang (24) erlebt die ny-Losung in Py 3. Die Un-
gleichung (30) erfiillt jede Losung, also auch unsere
N-Losung, weil fir die GroBen », u, 0 dieselben
Frontbedingungen gelten wie fiir die Grofen vy,
1, on - Zur Ungleichung (31) machen wir folgende
Voraussetzung:

Voraussetzung A: Von den Losungen der nicht
homologen Nachbarschaft zur Losung n=n, (32)
seien bei unseren Uberlegungen nur solche

betrachtet, die die Ungleichung (31) erfiillen.

A ist eine sehr weitherzige Voraussetzung, weil n(?)
sehr pathologische Eigenschaften haben muf}, damit
fiir eine N-Losung (31) nicht erfillt ist. Dann wird
aber fiir eine N-Losung die fiir uns fundamentale

Gleichung [siehe (A 36)]
wr=wv-1)2
notwendig. Dazu machen wir die Voraussetzung B.

Voraussetzung B: Von den Liosungen der nicht
homologen Nachbarschaft zur Lésung n=n,
seien bei unseren Uberlegungen nur solche (33)
betrachtet, die nicht im Begriffe sind, hinter

der in Rede stehenden StoBfront eine zweite
StoBfront aufzubauen.

In der Tat mufiten Hain und v. Hoerner bei ihrer
auf rein numerischem Wege gefundenen Stabilitat
der ny-Losung solche Anfangsverteilungen ausschlie-
fen, die hinter der urspriinglichen Stoffront zu
einer neuen Stoflfront fithrten. Mit der Voraus-
setzung B ordnen wir die N-Losungen dem Falll
des Abschnittes I zu. Damit verlangen wir fir
unsere N-Losung an den Stellen (24) die Gl. (26).
Aus (25) wissen wir, dal} der ¢-Wert bei N-Losun-
gen noch auswandert, (26) ist also fiir ein gewisses
Intervall von ¢-Werten und nicht nur fiir einen
einzelnen ¢-Wert zu fordern. Unser Ziel ist es,
durch Gl (26) etwas iiber die GroBe dn/dt aus-
zusagen. N-Losungen werden stabil sein, wenn
dn/dt>0 fiir n(t) <ny und dn/dt<0 fiir n(t) >n,

W.HAFELE

ist. Um zu solchen Vorzeichenaussagen zu kom-
men, miissen wir aber etwas uber das Vorzeichen
der Grole s wissen, die in (26) auftritt und in
(28) definiert ist. Dazu betrachten wir noch ein-
mal das Gleichungssystem (10) — (12). Die GroBe
n kommt dort auf beiden Seiten vor; auf der linken
Seite, die fiir die Homologie-Lésungen typisch ist,
explizit in (11) und (12), und auf der rechten
Seite, die die Abweichung von der Homologie kenn-
zeichnet, implizit in den Termen 3/3n, y(¢) , B (1) .
Sind die rechten Seiten hinreichend klein, was fiir
hinreichend kleine Werte von dn/d¢ der Fall ist, so
wird in der funktionalen Abhéngigkeit der GroBen
v, u und o die Wirksamkeit des explizit auftreten-
den n der linken Seite iiberwiegen, so dal gelten
wird

Qv Ovm Qu

on " an ’

Slno

Cng  dlnen
dn  3n

e e aMH
dn ~ 3n °

(34)

(34) wird nun nur innerhalb des EinfluBbereiches
der Front gelten konnen. Wir machen uns diesen
Zusammenhang noch einmal im (u«, v)-Diagramm

klar.

In Abb. 3 sind die Integralkurven u(») in pro-
jektiver Darstellung fiir die Werte n=ny—¢e, n=n,,
n=n,+¢ wiedergegeben. Nun wissen wir, dal bei
n=n, der EinfluBbereich der Front bis P, ; fiihrt,
wir werden also in der Partie 1 vor P, 5 die Groen
Ovy/COn usw. bestimmen miissen, weil wir sie ja
auch fiir ein ganzes Intervall von ¢-Werten und
nicht nur an einer Stelle brauchen.

Abb. 3. Ebene des Richtungsfeldes der Guderleyschen Diff.-
Gl. in projektiven Koordinaten. Gezeichnet sind die Integral-
kurven fiir n=ny,—¢, n=ny und n=ny+e¢.

Wie es auch sein mulf}, weichen die Losungs-
kurven bis zu P, ; hin entsprechend der kleinen
Anderung in n auch nur wenig voneinander ab, erst
auBlerhalb des EinfluBbereiches laufen sie ausein-
ander. Mit (34) verlangen wir nun nichts anderes,
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als dafl N-Lésungen im (u,v)-Diagramm inner-
halb des EinfluBbereiches der Front durch mit n
»langsam bewegliche® Kurven u(v) aus der Um-
gebung der Kurve u(v),_,, dargestellt werden kén-
nen. Homologie-Losungen haben ,,feststehende®
Kurven w(v) . Tatsachlich miissen wir nicht einmal
(34) verlangen, wie sich herausstellen wird, son-
dern es geniigt, wenn die Gln. (35) gelten:

. Ay . dvH . Qu . Qun
sign a; =sign ﬁ 5 sign g = Sign —a’; H

(35)

. Cln
sign *a*n* = sign an

Nur auf die Vorzeichen kommt es an!

Da aber die Gln. (35) nicht allgemein und zwin-
gend behauptet werden konnen, miissen wir die Vor-
aussetzung C machen. Indessen kann man sich kaum
physikalische Verhaltnisse vorstellen, bei denen das
Vorzeichen der GréBen der Gln. (34) springt, wenn
n(t) konstant wird. Jedoch soll gelten:

Voraussetzung C: Von den Lésungen der nicht
homologen Nachbarschaft zur Lésung n—=n,
seien bei unseren Uberlegungen nur solche
betrachtet, die ein so gleichmalBiges Verhalten (36)
zeigen, dall die Vorzeichen der GroBen Ov/dn,
u/n, Olnp/3n mit den Vorzeichen der
GréBen Qvy/Sn, Quu/dn, Oln oy/n iiber-

einstimmen.

Um die GroBen aus den rechten Seiten der Gln.
(35) zu bestimmen, wurden die Verteilungen fiir
n=ny—e¢ und n=ny+¢& numerisch integriert und
daraus die GroBen Ovy/Cn, Quu/Sn, Olnoy/On
gebildet. Es ergab sich

Oln on SvH
"~ on on

langs der Partie 1 in Abb. 3.

Die sonst in der Gl (36) auftretenden Groflen
setzen wir ihren Vorzeichen nach den Homologie-
GroBlen in der Nachbarschaft von P, ; gleich, was
deshalb ungeféhrlich ist, weil diese Groflen in der
weiteren Nachbarschaft von P, 5 keine Nullstellen
haben, an denen sie ihr Vorzeichen wechseln konn-
ten.

Nach (28) setzt sich s aus drei Termen zusam-
men. Alle drei haben gleiches Vorzeichen, so daf} in
der Vorzeichenbestimmung von s keine Konkurrenz
unter den drei Termen auftritt, die es notig machte,
auch noch die Absolutbetriage festzustellen. Alle drei
Terme wirken in der gleichen Richtung. Ware das
nicht der Fall, so hatten wir nicht nur (35), son-

>0; <0; Mo (37)
con
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dern die weitergehende Forderung (34) stellen
miissen. Dal} das nicht notig ist, stiitzt das SchluB-
verfahren. Es gilt mit (37)

Oln o vy 9@
- <0, %5°<0, 247<0.

~on n

—(r-1)

Also gilt s<0. (38)

Aus (26) folgt unter Beriicksichtigung von (13)
und (14)

dn _ —(3»/3n) (2—x) (n—ny) (dA/dt) —1 . T "
- = —Tty) «

de s Y (39)
Bei der Herleitung der Gl. (39) machten wir we-
sentlich davon Gebrauch, daB in (27) a=0 gesetzt
werden muBte. Also nur im ebenen Fall hat das
Stabilitatskriterium die durchsichtige Form (39).
Es ist nach (37) und (38)

— (@v/3n) (2—%)/s<0. (40)

Um das Vorzeichen von (dA/d¢—1)/4 zu bestim-
men, machen wir von (15), (16) und (40) Ge-
brauch. (4a) gibt uns die Moglichkeit, die GroBe
n- 1"~ ! durch vy auszudriicken. Es ergibt sich

(dl/dt— 1)//:: = 1/1.)[.‘ : dU}f/dl.

Nun ist aber 1/vp-dvp/d¢<0, denn die ganze
Arbeit hindurch handelte es sich ja nur um lang-
samer werdende StoBfronten. Also gilt:

(d4/dt—1)/2>0, (41)
(39), (40), (41) liefern das Ergebnis:
dn/dt=9(n—ny); 9<0. (42)

Wir fassen (42) in Worte:

Eine nicht homologe Lésung aus der Nach-
barschaft der Homologie-Lésung n=n,, auf
die die Voraussetzung A [s.(32)], die Vor-
aussetzung B [s. (33)] und die Voraussetzung (43)
C [s.(36)] zutreffen, geht mit wachsender
Zeit mehr und mehr gegen die Homologie-
Losung n=n,. Mindestens in diesem Sinne
ist also die Homologie-Loung n=n, stabil.

Betrachten wir jetzt noch einmal die Homologie-
Losung n=ny—¢, so sehen wir, daf} ihre Umkehr-
kanten des Falles 2b durch Hinzunahme kleiner
nicht homologer Glieder behoben werden konnen.
Wir werden somit der Losung n=ny—e¢ die physi-
kalische Bedeutung zusprechen, die geniherte Dar-
stellung einer N-Losung zu sein, sofern wir uns da-
bei auf den EinfluBbereich der Front beschrianken,
der sich bis kurz vor ihre Umkehrkante erstreckt.
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Betrachten wir die Losung n=ny+¢, so ergeben
sich zwei Moglichkeiten: Entweder wir stellen eine
Randbedingung, wie sie etwa durch die unendlich
groBle Temperatur fiir einen z-Wert, der einem
festen &-Wert entspricht, beim Einlauf nach Py dar-
gestellt wird. Dann kann ¢ gegebenenfalls konstant
sein, und die Losung ist auch iiber die Umgebung
von P, 5 hinaus im Homologie-Diagramm als durch-
gehende Kurve darstellbar, — oder wir haben die
zweite Moglichkeit, ndmlich die, eine Randbedin-
gung zu stellen, wie sie sich in (31) ausdriickt, d. h.
wir fordern freies Abstromen nach hinten. Dann
kann ¢ nicht konstant sein, und die Losung n=
ny+ ¢ hat bei dieser zweiten Moglichkeit ebenfalls
die Bedeutung, die gendherte momentane Darstel-
lung einer N-Losung zu sein, sofern wir uns auch
hier auf den EinfluBbereich der Front beschranken,
der sich bis in die Umgebung des Punktes P, 5 er-
streckt.

III. Die Laval-Diise

Die Uberlegungen des Abschnittes I, die schlieBlich zum
Stabilitdtsausdruck II, (42) gefiihrt hatten, waren ganz all-
gemeiner Natur. Bei der Aufstellung des Ansatzes II, (1b) bis
(4b) hatten wir uns von der Analogie zwischen stationiren
und homologen Stromungstypen leiten lassen, und so wollen
wir auch die spezielleren Uberlegungen, die zu II, (42) ge-
fiihrt hatten, auf ein Problem der eindimensionalen statio-
ndren Gasdynamik, namlich die Stromung in einer Laval-
Diise, anwenden. Auch dort gibt es nur eine einzige ausge-
zeichnete Integralkurve, die den Ubergang von Unter- zu
Uberschallgeschwindigkeit vermittelt. Wenn wir nach deren
Stabilitat fragen, so fragen wir, ob Stromungen, die beim
Aufbau der Laval-Diisen-Stromung auftreten und noch nicht
stationdr sind, mit wachsender Zeit gegen die eine ausgezeich-
nete, stationdre Lisung gehen. Bei der Laval-Diisen-Stromung
handelt es sich um die eindimensional behandelte Stromung
durch eine Diise, die eine Verengung aufweist (s. Abb. 4).
Die somit in Erscheinung tretende Berandung bedingt eine
formale Anderung der Kontinuititsgleichung I, (5), deren
Ursprung man am besten in der unmittelbar einsichtigen
Form (1) der Kontinuitdtsgleichung erkennt.

Gl.(1) lautet:

f(Co/3) +(S/x)ouf=0; (1)

f bedeutet dabei den Querschnitt der Laval-Diise an der
Stelle z. Nun schreiben wir die Kontinuitdtsgleichung, Im-
pulsgleichung und den Energiesatz wieder so, daf3 wir sie als
Gleichungssystem fiir die 0y, u,. p, auffassen und erhalten

Abb. 4. Profil der betrachteten Diise (Laval-Diise).
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Orutu;0+pr0 =—ou(dnf/de)—or, (2)
07, 0+usu+prllo=—us, (3)
O (—a®u)tur0+pru =—prt+aor. (4)

Auflésung nach uy, pr, 0, ergibt

— (dIn f/dx) 0 u® — 0¢(u® — a®) 4+ ut o u — p¢
Or= A e - = ) ()
u(u* — a?)
_ (dln f/dx)@® u® — ut u® + ptufo
e u(u? — a?) ’ (6)
- —(dIn f/d2) 0 u® a* + ut 0 a®u — pru® ) ™

u(ué _ a)

Wir erkennen sofort die Gln. I, (6) — (8) wieder, wenn wir uns

klar machen, daf} hier gilt:

und statt des Terms a 0 u/x
tritt der Term (dln f/dz)o u
auf.

p=z; —@t/pr=0
Die charakteristische Richtung, an die sich unsere Betrach-
tungen ankniipfen, heiflt hier

de/dt=0, (8)

so daf} die interessierenden Nullstellen des Nenners dem
Durchgang durch die Schallgeschwindigkeit entsprechen. An
den Stellen u = a gilt die eine alle drei Zihler zu Null
machende Hodographengleichung

(dln f/dx)o u® — usou +pr = 0. 9)
Gl1.(9) entspricht véllig der GI.1I,(26). Der Term
(dIn f/dx) 0 u?

entspricht dem Term, der in IL,(26) mit R bezeichnet worden
war. So wie neben R nur noch nicht homologe Glieder auf-
traten, so treten in (9) neben dem Term (dln f/dx) o u® nur
noch instationare Glieder auf. Bei der Anwendung der GI.II,
(26) mufiten wir wesentlich von dem Homologie-Diagramm
Gebrauch machen, hier miissen wir die rein stationiren Ver-
hidltnisse studieren. Diese sind allgemein bekannt und in
jedem Lehrbuch nachzulesen, so z.B. bei Oswatitsch?.
Im stationdren Fall kann man natiirlich (5) — (6) geschlossen
integrieren. Man erhilt:

ouf=M, (10)
u2/2 -+ az/(%—*l) = u2m/2 . (11)
p = po(0/0)* ; (12)

uy, ist die durch den Kesseldruck und die Kesseldichte be-
stimmte maximale Entweichungsgeschwindigkeit; p, und 0,
seien der Kesseldruck und die Kesseldichte, M soll die Durch-
satzmenge darstellen. Man kann diese integrale Gleichung
einfacher fassen durch Einfiihrung der dimensionslosen Gro-
Ben y und m . Mit
y = ufum; m = M/ogun (13)
ergibt sich
m=fy(l—y*) V-1, (14)
9 K. Oswatitsch,
Wien 1952.
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Abb. 5. Mogliche Geschwindigkeitsverteilungen in einer Laval-
Diise bei stationirem Betrieb.

Gl.(14) enthilt als charakteristischen Parameter die GrioBe m,
so wie die Homologie-Gro3en die Grofle n enthielten. Gl. (14)
bedingt die in Abb. 5 dargestellte Verteilung y (z) .

Wir erhalten fiir die verschiedenen m-Werte die verschieden-
sten Zusammenhinge y(x) . Fiir m < m, bleiben wir ganz
im Unter- bzw. Uberschallgebiet. Fiir m = m, findet der
Ubertritt statt, und bei m > m, staut sich die Stromung vor
dem engsten Querschnitt so sehr, daB Umkehrkanten zu-
stande kommen. Kommen wir dabei aus dem Unterschall-
gebiet — und so wollen wir ja unsere Diisenstromung ver-
stehen —, so sind es Umkehrkanten mit Expansion, also ge-
héren sie zum Fall 2b, auf den wir die Regularisierung durch
die instationdren Zeitglieder (9) anwenden miissen. Bei den
Homologie-Losungen ging die Losung n = n, durch den Sat-
telpunkt P, 3, hier fiihrt die Stromung m = m; durch den
Sattelpunkt der Abb.5, der deshalb auch hier P, ; heifien
soll. Bei den Homologie-Losungen mufiten wir die Losungen
n < n, wegen ihrer Umkehrkanten des Typs 2b als reine
Homologie-Losungen vollig verwerfen, hier miissen wir das
Gleiche mit den Losungen m > m, tun. Bei den Homologie-
Losungen waren die Losungen n > n, auszuschlieBen, weil
sie auf eine verkehrte Randbedingung fiihrten, hier tun es die
Losungen m < m, . Sie verbleiben z. B. im Unterschallgebiet
und bedingen am Diisenende einen hohen AufBendruck. Den
wollen wir aber nicht vorgeben, und so verwerfen wir eben-
falls die Losungen m < m,, und damit bleibt als rein sta-
tiondre Losung, die den Ubergang von Unter- zu Uberschall-
geschwindigkeit vermittelt, die Losung m = m, iibrig. Bei
den Homologie-Losungen stellt der Punkt P, s die letztbe-
stimmte u - a-Charakteristik dar, hier begrenzt die durch
den Punkt P, ; als x=const [man beachte (10)] gehende
u—a-Charakteristik das EinfluBgebiet, das durch die An-
fangsbedingungen im Kessel beherrscht wird.
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Diese Parallelisierung konnten wir nun auch noch bei der
Behandlung der GI.(9) fortsetzen. Um nicht zu langatmig zu
werden, stellen wir an dieser Stelle fest, daB wir bei den
folgenden Schliissen die den Voraussetzungen A, B, C [II,
(32), (33), (36)] entsprechenden Voraussetzungen hier eben-
falls zu fordern haben.

Somit fassen wir uns bei der Behandlung der G1.(9) kurz.
Die Zeitableitungen 3/3¢ ersetzen wir durch die Ableitungen
(3/3m) - (dm/dt), wenn wir m als m(¢) auffassen, so wie wir
bei den Homologie-Losungen n als n(¢) aufgefaBt haben. Mit
den Gl.(11) und (12) folgt aus (9)

% ut/u* — dln f/dx = 0 (15)
und somit
dm uw?2dlnf 1
=, e e 16
dt x dr  (Qu/Om)s-const (o)

u?/x ist groBer als Null. Ist m > m,, so haben wir es mit
dem Fall der Umkehrkanten zu tun. Dort ist an der Nullstelle
des Nenners, also an der Stelle u=a, dIn f/dz kleiner als
Null. Su/3m ist im EinfluBbereich der Kesselanfangsbedingun-
gen grofler als Null. Nur dort diirfen wir es aus der Abb. 5
entnehmen, denn nur dort sind Losungen mit nachbarschaft-
lichem m auch wirklich benachbart. Ist m < m,, so bleibt
die Losung unter der Losung m = m,, muB also den nach
der zu II,(32) analogen Voraussetzung A geforderten Null-
durchgang des Nenners von (5)— (7) bei Werten von
d In f/dx, die groBer als Null sind, erleben. Es gilt also

81{>0_ dln f <0 fiirm > m,,
dm T ode >0firm <m.

Mit diesen Ungleichungen gehen wir in (16) ein und erhalten
dm/dt =0, falls m =m,. (18)

“>0; (a7

Also mindestens in diesem durch die zu den Voraussetzungen
A, B, C [II, (32), (33), (36)] entsprechenden Vorausset-
zungen eingeengten Sinne ist die Losung m =m, in dem von
uns oben erkldrten Sinn stabil.

Tatsdchlich ist diese Stabilitdt experimentell gut bestatigt.
Die Behandlung des AnlaBivorganges der Laval-Diise bringt
keine neuen Erkenntnisse. Sie wurde auch nur angestellt, um
die Richtigkeit und im Grunde Einfachheit der hier ange-
wandten SchluBweise zu zeigen.

Der Verfasser dankt Herrn Prof. v. Weizsédcker herz-
lich fiir die Anregung zu dieser Arbeit und fiir wertvolle
Hinweise und Diskussionen, die hdufig auch auf den Arbeits-
kreis um Prof. v. Weizsdcker erweitert wurden.

Selbstdiffusion in Oxydsystemen

Von R. Lindner

Abt. Kristallkinetik, Institut fiir Silikatchemie
der Chalmers Technischen Hochschule, Goteborg
(Z. Naturforschg. 10a, 1027—1028 [1955] ; eingeg. am 5. September 1955)

Am hiesigen Institut (Dir.: Prof. J. A. Hedvall) wer-
den mit Unterstiitzung des Schwedischen Technischen For-

schungsrates Untersuchungen des Mechanismus von Fest-
korperreaktionen unter Verwendung radioaktiver Indikator-
isotope durchgefiihrt. Die Resultate sind seit 1949, haupt-
sidchlich in schwedischen Zeitschriften, veroffentlicht worden.

Einen Hauptteil der Untersuchungen bildete die Messung
der Kationenselbstdiffusion in Oxydsystemen. Eine Zusam-
menfassung der MeBergebnisse ist vor einiger Zeit in eng-
lischer Sprache gegeben worden!. Die hinzugekommenen

1 R.Lindner, J. Chem. Phys. 23, 410 [1955].



